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Las matemaéticas son una herramienta para poder interpretar y analizar la re-
alidad. Se disenan modelos matematicos que nos permiten entender un fenémeno
determinado y manipularlo en nuestro beneficio. Depende de las caracteristicas del
modelo se utilizan métodos diferentes. Cuando en el fenémeno interviene de forma
directa el tiempo, nos interesara saber la variacion del fenémeno respecto del tiempo,
por ejemplo, si queremos saber la posiciéon de un objeto en caida libre en un instante
determinado, o la de un proyectil disparado desde tierra, o quizas el nimero de in-
dividuos de cierta poblacién. Obviamente esto no es mas que una muestra de la
enorme cantidad de ejemplos que se pueden analizar de esta forma

0.1 El clavadista

Centrémonos por un momento en la caida libre. Dado que se mueve a gran velocidad,
serd dificil ver cual es la posicién exacta de un clavadista cuando cae al agua desde
un precipicio. Sin embargo, quizas es mas sencillo, si nos fijamos en la cantidad
de metros que se mueve durante un tiempo determinado. Es decir, determinar la
variacion de un fenémeno puede ser mas sencillo que saber su tamano.

El objeto matematico a estudiar es la derivada ya que es justamente la tasa
variacion por unidad de tiempo. Vamos a ver un ejemplo. Queremos saber la
velocidad a la que cae un clavadista que en el instante ¢ = 0 salta de un precipicio
de 100 metros de altura. En este caso, lo mas sencillo es saber la variacion de su
velocidad que es su aceleraciéon g = —9.8m/s?. asi pues

v'(t) = —9.8, (1)

Encontrar la velocidad es encontrar una funcién v(t), que cumpla la ecuacién (1).

Si, ademas de la velocidad, quisiésemos saber su posicién exacta en un momento
dado, usamos el mismo truco, ya que la variacién del espacio, h(t), es la velocidad.
Asi pues, una vez resuelta (1), planteamos la nueva ecuacién

() = v(t), (2)



cuya solucién nos daria la posicién en cada instante.

En general, para pasar de la realidad al modelo matematico requerimos un pro-
ceso de analisis del fendmeno. Este proceso se llama modelado. Veamos otros casos
simples.

0.2 jHay Contaminacién en el Lago!.

En un lago de volumen constante V' entran la cantidad / de metros ctbicos de agua
limpia por segundo. Queremos calcular la cantidad de agua contaminada P(t), en
cada instante t.

En este caso de nuevo nos interesa la variacién de P(t), con lo que buscamos el
valor de su derivada, es decir

Entre el instante ¢ y ¢t + h habran entrado Ih metros ctibicos de agua limpia. Asi
pues habra un volumen de V' + [h, mientras que la cantidad de agua contaminada
permanece constante P(t), con lo que la concentracién en el instante ¢+ h serd V{D fl)h.
Asi pues, como el volumen permanece constante, tendran que salir la misma cantidad

Ih de metros cubicos, solo que saldran en proporciones dadas por la concentracion

de agua contaminada es decir saldran Ih VP—&EtI)h de agua contaminada, con lo que la
cantidad de agua contaminada en el instante t +h es P(t+h) = P(t)—Ih VfD JS)h, con
lo que nos queda
. P({t+h)—P(t) . P(1) I
/ _ _ — _
P(t) = lim h =i =Py
es decir, queda la ecuacion diferencial
P(#) = ~P(0)5 ®)
B %

Para encontrar la cantidad de agua contaminada deberemos encontrar una funcion
cuya derivada sea proporcional a ella misma, con constante de proporciéon dada por

c = i+, relacién entre agua limpia que entra y volumen de agua del lago.

L
V Y
Si suponemos que el agua que entra estd contaminada a razén constante r sobre
el agua que entra, entonces el agua contaminada en el tiempo t + h serd P(t) +rIh,
mientras que la que sale es

P(t)+rlh

Ih
V+1Ih ’
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con lo que en este caso, la derivada nos queda

1
P =rl—P—, 4
. (4
alterada de la anterior por el factor constante 1 de contaminante que entra en el
lago.

0.3 Puentes y Cables colgantes.

Supongamos que tenemos un puente sostenido por un cable que cuelga de dos pilares
paralelos. Queremos saber la forma que toma el cable. Esta se puede considerar
como la altura que toma en cada punto x entre los pilares, suponiendo que el cero
es el punto medio, en donde el cable es tangente al puente.

Analizemos. Vamos a considerar una pequena seccién del cable entre z y =+ Ax
Este segmento esta sometido a la tension del cable y al peso del puente. Por un
lado, como el puente no se mueve de forma horizontal, la componente horizontal de
la fuerza es cero, con lo que la componente horizontal de la tension es constante, ya
que a cada extremo de la seccion actiia en sentidos opuestos

La componente vertical de la fuerza esta formada por el peso del puente, y la como-
ponente vertical de la tension, con lo que si llamamos W al peso del puente en el
segmento considerado, se tiene

Ty(z+ Az) =Ty (x) + W (5)

Ahora bien, la pendiente de la curva, multiplicada por la componente vertical de la
tension en cada punto, dara la componente horizontal, con lo que en cada extremo
del segmento se tiene

To(x + Az) = ¢/ (x + Ax) Ty, (6)



asi pues juntando (5) y (6) se tiene
y(z+Ar) =y () = — (7)

y teniendo en cuenta que W = pAx queda

Y+ Az)—y'(z)  p
Az TH

haciendo Az tender a cero se obtiene

que tiene por solucién

y(x) = ﬁﬁ + 12 + ¢,

y teniendo en cuenta que y(0) = ¢'(0) = 0, vemos que el cable tiene la forma de
una parabola cuya curvatura depende de las propiedades intrinsecas del cable y el

puente

N

Si usamos que la longitud del puente es 2L, y sustituimos en x = L, podemos
calcular la tensién en funcién de la altura del pilar,

pL?

Ty =—
H 2h7

mientras que la componente vertical de la tension queda
T,(x) = pz.

Asi pues, la tensién en cada punto viene dada por la féormula

A

Una ecuacién diferente aparece si la inica masa por la que cuelga el cable, es
el mismo cable. Esta curva aparece por ejemplo en los cables de teléfono, o en los
de electricidad por los que se alimenta el tren. Se llama catenaria. En este caso
la ecuacion sera la misma, salvo que el peso ahora es el segmento de cable pAs.
Suponiendo que Az es pequeno, poidemos suponer que el cable es una recta y la
longitud del cable en ese intervalo se puede calcular por pitdgoras obteniendo

A5 = VBT (@AY = Aay/TT )
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lo que nos da sustituyendo en (7) y haciendo Az — 0

y'(0) = 21Ty @), (9)
H
No hay mas que sustituir para ver que la funcién y(z) = TTH (cosh <§,%x) — 1) es
solucién de la ecuaciéon. ;Y de donde sale esto? En la siguiente seccién vamos a
desarrollar métodos para resolver estas y otras muchas ecuaciones diferenciales.

1 Ecuaciones Diferenciales de orden 1

En la mayor generalidad, una ecuacién diferencial es una ecuacién del estilo

F(m,y,y’,...,y")) =0.

El orden de la ecuacion es el orden de la derivada de mayor orden que aparece en la
ecuacion. Algunos ejemplos pueden ser las ecuaciones (1), (2), (3), (4), (8), (9), o
también

y = —kt

Y +2zy =¢e”
y' =5y’ +6y=0

(1—2*)y" — 2z + p(p+ 1)y = 0.

2

Por ejemplo, la cuarta es muy famosa y se llama ecuacién de Legendre.

Es facil comprobar que una funciéon dada es solucion de unba ecuacién diferencial
’ . . . _ 2
dada, asf por ejemplo €** y 3% son soluciénes de la tercera, mientras que e=* lo es
de la segunda.

A veces las soluciones aparecen de forma implicita, como por ejemplo xy = logy

es solucién de
2
/ Yy

- 1—ay

Y

Ya sabemos que la integral puede ser muy complicada de resolver, y a veces, im-
posible de encontrar una solucién en términos elementales. Pero es que hay algunas
ecuaciones que ni siquiera tienen solucion, como puede ser

y*+1=0.

Asi pues, primero de todo necesitariamos tener un método que nos permita al menos
decidir si la ecuacion tiene o no solucién. Se tiene el siguiente teorema:



Teorema 1 (Picard) Si f(x,y) y g—; son funciones continuas en un rectdngulo R,
entonces para cada punto interior a R existe una unica curva reqular solucion del
problema.

La solucién general y = y(x,c) depende de un pardmetro ¢ que determina el
punto por el que pasa la curva. De forma inversa, dada la ecuacion de la familia de
curvas se puede encontrar la ecuacion diferencial

Ejemplo. Si derivamos la ecuacién que define la familia de circulos centrados
en el origen, 2% + y? = ¢?, respecto de x se obtiene

2x +2yy' =0, (10)

que nos da directamente la ecuacién diferencial deseada. Si por ejemplo comenzamos
con la ecuacion que define la familia de circulos con centro en el eje x y que pasan
por el origen, esta es 22 + y? = 2xc, y derivando obtenemos

z+yy =c,

y si sustituimos ¢ en la ecuacion original obtenemos

2 .2
y’:y2 r (11)
Y

Una vez que sabemos que cierta ecuacién diferencial tiene solucién, necesitamos
desarrollar métodos para resolverlas.

1.1 Integracion directa

Entre las ecuaciones diferenciales de primer orden la mas sencilla se puede expresar
como

dy

- — f(r 12
que se resuelve integrando en la variable x. Las letras que se utilizan para denotar
la variable dependiente o independiente pueden variar con el problema. Asi, en la

Seccién 0.1 debiamos resolver las ecuaciones (1) y (2) para encontrar la velocidad y
la posicién del clavadista en cada instante, e integrando obtenemos

v=-—9.8t+c.

Como para t =0, v = 0, queda que ¢ = 0. Si ahora queremos calcular la posicion,
basta utilizar que la velocidad es la variaciéon de la posicién luego

h(t) = —9.8t

e integrando queda
9.8
h(t) = —7# + k,
y como h(0) = 100, £ = 100. Basta ahora resolver la ecuacién de segundo grado

para verificar que el clavadista entrara en el agua en 3.19 segundos.
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1.2 Separacién de Variables

Para determinar la cantidad de agua contaminada nos falta encontrar la funcion
P(t) que resuelve las ecuaciones (1) y (2) en el caso correspondiente. En el primer
caso, para encontrar la cantidad de agua contaminada, deberemos encontrar una
funcién cuya derivada sea proporcional a ella misma, con constante de proporcién

dada por ¢ = é, relacién entre agua limpia que entra y volumen de agua del lago.

Pero nosotros ya sabemos que la exponencial es una funcién con estas propiedades,
es decir si P(t) = Ke™“, entonces P'(t) = —c(Ke ) = —cP(t). Con lo que basta
con medir la contaminacién en un momento inicial ¢ = 0 P(0) = F, para determinar
la cantidad de agua contaminada en cada instante

P(t) = Pye V"

Hemos tenido suerte. Nos acorddbamos de que la derivada de la exponencial es ella
misma, para poder limpiar la contaminacién en el lago. En general si tuviésemos
una base de datos enorme de derivadas, podriamos resolver ecuaciones diferenciales
buscando en la tabla. Lo que pasa es que no seria muy eficiente. Es como si de
utilizasemos esa tabla enorme para calcular integrales. Pero no lo hacemos asi. Lo
que hacemos es utilizar métodos generales de integracién, que nos permiten aplicarlos
para resolver muchas de las integrales que nos aparecen. Para resolver ecuaciones
diferenciales tenemos que integrar, como hemos visto en el primer ejemplo, con lo
que vamos a hacer lo mismo y utilizar los métodos generales de integracion.

Supongamos que queremos resolver una ecuacion diferencial del estilo

9y = f(a). (13)
Un ejemplo simple es la ecuacion que queremos resolver (3). En ese caso seria
Pl(t) = —P(t)~
v
y g(P) = ]%, ft) = —é es en este caso constante. En general, aunque nosotros no la

sepamos, imaginemos que la solucién a (13) es y(z). Entonces se tiene la identidad

9(y(x))y'(x) = f(z)
Integrando queda

/mey@mxz/j@mx

Es ahora cuando utilizamos el cambio de variable y llamamos y(z) = y con lo que

y'(x)dx = dy, y nos queda
/g(y)dy = /f(x)dx,
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y no tenemos mas que integrar a cada lado para encontrar la soliucién. Asi pues una
ecuacion diferencial con las variables separadas se puede resolvber con un cambio
de variable. Veamos algin ejemplo.

Ejemplo. La ecuacién (3) es del tipo (13), y haciendo el cambio de variable e
integrando queda la solucién
P(t) = Pye V.

Ejemplo. Resolver la ecuacién diferencial

yzy/ — $2.

En este caso g(y) = 4%, f(z) = 22, luego tenemos que integrar

/dey: /xde,

3 3
Y x
="+t
3 3

A las ecuaciones del estilo (13) las llamaremos de variables separadas. Una vez que
la tenemos escrita de esa manera, puede ser 1util para acordarse el escribirla con la
siguiente notacién ' = j—y, y multiplicar por dx para escribir la ecuaciéon como

X

9(y)dy = f(x)dz, (14)

con lo que

e integrar a ambos lados. Esta notacién es muy util, porque permite englobar las
ecuaciones de variables separadas en otras mas generales del tipo

M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0.

Asi una ecuacién de primer orden nos puede aparecer de alguna de las 2 formas
equivalentes

y/ = f('CE’ y)
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0.

En algunas ocasiones, a pesar de que la ecuacion es exacta, puede no ser facill
de reconocer a simple vista. El siguiente resultado da un método que funciona en
general

Proposicién 2 La ecuacion Mdx — Ndy = 0 es de variables separables si y solo st

g [ oN o (24 N
Sl (NGRS G TR - (15)
oy\ M N or\ M N



r_ f(=)
Ademas, y' = o) donde

Io) ON
f((L‘) :ef(l\/j N )d
f(aj?%g)dy
9ly) = e

Prueba. Si la ecuacion es de variables separables, entonces

dy M _ [f(z)
i =N gly) 16)

con lo que tomando logaritmos,

log M —log N = log(M/N) = log(f(x)/g(y)) = log(f(x)) —log(g(y))  (17)
y derivando respecto de x queda
2w )

or  Ox __

M N f(x)’

y derivando respecto de y se obtiene la primera parte del resultado. Para la se-
gunda igualdad basta con tomar logaritmos, y derivar primero respecto de y y luego
respecto de x en (17).

Por otro lado, supongamos que (15) es cierto. Entonces

dlog(M/N) oM B %:];f

ox N % N h(z)
e integrando respecto de x queda
M
M _ e s (18
Usando la segunda parte de (15)
OM N
Olog(M/N) _ &y & _ _H()
oy M NV
e integrando esta vez respesto de y quedara
M
v = v(x)e” S HWY, (19)

Basta ahora igualar (18) y (19) para obtener el resultado.



Ejemplo. Consideramos la ecuacion

, wy+2y—x—2

xy —3y+x—3

Esta ecuacion es equivalente a
(xy +2y —x — 2)dx — (xy — 3y +x — 3)dy = 0,

conloque M =xy+2y—x—2, N=—(zy — 3y +x — 3). Asi pues

o 0
9 _ o _ -l y+1

M N ay+2y—z—-2 azy—3y+z—3

Derivando respecto de y queda

—1 +1
9 (my+gy—m—2> — 0= 9 (my—gy—l—x—?))

De la misma forma vemos que

8(#‘#)
)

ox -

con lo que la ecuacion es de variables separables. Basta ahora observar que M =
(x+2)(y—1),y que N = —(z—3)(y+1) para obtener, dividiendo por (y+1)(z+2),

y—1 z—3
dy = x,
y+1 T+ 2

e integrando queda

r—3
T+ 2

-1
y—2log(y+1) = y—dy:/ de =z — blog(r +2) + c.

y+1

1.3 Ecuaciones Exactas

Derivando una ecuacién del estilo f(z,y) = ¢, nos queda

of Lof
or oy’

o bien o/ o7
%dana—ydy:O.
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Definicién 3 A las ecuaciones del estilo

of 1. 91,
8x +8y =0

se les llama ecuaciones exactas.

Ejemplos. La ecuacion ydr + xdy = 0 es exacta y tiene como solucién zy = c,
mientras que %dm — ?%dy = 0 tiene como solucién % =c.

Lema 4 Una ecuacion del estilo M (x,y)dx + N(z,y)dy = 0 es exacta si y solo si

OM _ ON
dy  Ox’

La condicién es necesaria por el Teorema de Schwarz, ya que las derivadas cruzadas
deben ser iguales. Por otro lado, integrando M respecto de x se obtiene una funcién

flz,y) = /OI M (z,y)dz + g(y),

y derivando respecto de y se obtiene

a% /Ow M(z,y)dz + ¢'(y) = N(z,y),

que sélo puede ser cierto si

q'(y) N——/Mwy

Derivando respecto de x se obtiene

ON ”? [T
Oz 8x8y/ M(z,y)d E)y@x/o M(z,y)de
ON oM

ox dy

1.4 Factor integrante

La ecuacién ydx + (2?y — 2)dy = 0 no es una ecuacién exacta, ya que —y =1,

mientras que % = 2xy — 1. Sin embargo, si multiplicamos todo por mQ, queda
Sdr + (y — %)dy = 0, con ambas derivadas cruzadas iguales a :%2 y por tanto es
exacta.

Definicién 5 Un factor integrante pu(z,y) para la ecuacion Mdx+ Ndy = 0 es una
funcion tal que pMdx + pNdy = 0 es una ecuacion exacta.
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En realidad cualquier ecuaciéon que aparece de la igualdad f(z,y) = ¢ admite un
factor integrante. Concretamnte se tiene, derivando que

of
dy _ o
of
dx =
mientras que por otro lado,
dy M
de N’
con lo que
? of
W _ or _ ,
N =g = AEy)

d d
Observar que 8—£ = u(z,y)M y 3_£ = p(z,y)N.
Lema 6 Una ecuacion que admite un factor integrante, admite infinitos.

Prueba. En efecto multiplicar por cualquier funcién de f produce un nuevo factor
integrante, ya que
F(f)(uMdz + Ndy) = F(f)df

e integrando se obtiene la solucién [ F(f)df = c.

Vamos a suponer que la ecuacién admite un factor integrante. Entonces

ouM — OuN
oy Oz’

es decir,
ou oM  Ou ON
—M+p—=-—N+p—
y a dy ox a ox
Supongamos que, de las infinitas soluciones que tiene esa ecuacién una solo depende
de x. Entonces queda

oM __ ON
d:u oy ox
e integrando obtenemos
o= ef g(a:)dac’

En el caso de factores integrantes solo de y queda

du oM _ ON
0 oz
ndy W)
y por tanto
= e My)dy

12



1.5 Ecuacion lineal de primer orden.
Son las ecuaciones del estilo p
Y

o Ty =a

Teniendo en cuenta que

J Pdz
d(ye ) :@edex+yP€dex:q€dex’
dz dz

encontramos que la solucion general es
y = < qefpd””dx—l—c) e~ /Pl (20)

Ejemplo. Para resolver la ecuacion
y' + ycotan(x) = 2z cosec(x),
multiplicamos por e/ P4 = ¢f cotan(z)dr — sen(z), con lo que nos queda
d(sen(x)y) = 2z,

e integrando
ysen(r) = 2° + ¢,

es decir )
z‘ +c

senx

Y

1.6 Cambio de Variable

Para resolver la ecuacion (4), vemos que un simple cambio de nombre a la variable
P = @ + rV transforma la ecuacién en

— ol
Q_ QV7

que es una ecuacién de variables separadas, dando como solucién al deshacer el
cambio

P(t) =71V + (Py— rV)e v

Observar que si P es una funcién de ¢, Q) no es mas que la trasladada, y P’ = Q'.
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1.6.1 Ecuaciones homogéneas

Hay algunos cambios de variable que van a funcionar para familias amplias de EDOS.

Definicién 7 Una funcion se dice que es homogénea de grado n si
flte ty) =" f(z,y).

Ejemplos. Las funciones z* + zy o sen(z/y). En general si M(x,y) y N(z,y) son
funciones homogéneas del mismo grado, entonces

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

se llama una ecuacion homogenea yt se puede resolver por un cambio de variable
z =y/x, con lo que xdz + drz = dy, y queda una ecuacién de variables separables.

Ejemplo. La ecuacién (z + y)dz — (x — y)dy = 0 queda, después del cambio de
variable
(14 2)dz — (1 — 2)(xdz + dzz) = 0,

o bien y a )
x S
R d
x 14 22 %

e integrando se obtiene
1 2
log z = arctan(z) — 5 log(1+ 2%) +¢,
y deshaciendo el cambio queda

1
arctan(y/x) = 5 log(2? + %) +c.

1.6.2 Ecuaciones de Bernoulli

Hay veces que un cambio de variable permite reducir una ecuacién diferencial a otra
conocida. Este es el caso de la ecuacién de Bernoulli

n

Y+ p(x)y = q(x)y".

Si hacemos el cambio z = y'™" queda 2z’ = (1 — n)y "y con loque , sustituyendo en
la ecuacién y dividiendo por y"™ queda

2+ (1 —=n)zp(z) = (1 —n)q(x),

que es de tipo lineal.

14



Ejemplo. Vamos a resolver por ejemplo la ecuacion

zy?y’ +y> = xcos .
Dividiendo por zy?, queda una ecuacién de tipo Bernoulli, con n = —2, p(z) = %,
q(x) = cosx. Asi pues, haciendo el cambio z = y3, queda la ecuacién lineal

3
2+ —z=3cosx
x

que utilizando (20) queda la solucién

y = </ cos(z)el Sy + c) e rt gy = = </:ccos(:c)da: + c)
T

1.6.3 Polares

Cuando la ecuacién depende de alguna forma directamente de la distancia al origen,
es util cambiar a coordenadas porlares. Para ello debemos encontrar el valor de x,y
e iy en las nuevas variables. El cambio a coordenadas polares nos da las dos primeras

x = rcos(f)

y = rsen(f).

2

Debemos ahora encontrar el valor de 3. Tenemos z? + y(x)? = 72, mientras que

tan(0) = % Asi pues, derivando respecto de z, queda

a0 x2+y2%:y’x—y

1 + tan® ) — =
(1+ tan )890 x?2  Ox x?
es decir 99
2_ — / _ 21
res =YY (21)
mientras que
or ,
— = 22
" =TT Yy (22)
y dividiendo (21) entre (22) queda
0 e —
P _vr-y (23)
or x4+ uyy

que nos da una relacién entre y' y 6'(r).

15



1.6.4 Reduccién del orden

Cuando en una edo no aparece una de las variables, un simple cambio de variable
reduce el orden de la ecuacién.

Primer caso. (Falta la variable dependiente)
Asi si en una ecuacién de orden 2 no aparece la variable dependiente, es decir,
es una ecuacion del estilo

flz,y',y") =0,

entonces un cambio ' = p nos da y” = p’ reduciendo el orden de la ecuacién.

Ejemplo. Para resolver xy” = 3 + ()3, hacemos el cambio 3’ = p, con lo que
queda

ap' =p+71°,
que es de variables separables
dp  dx
p+p
y teniendo en cuenta que
1 1 P

p(l+p?) p 1+4p?

nos queda después de integrar

1
log p — 5 log(1 +p*) = logz + ¢,

es decir
p

— = cx,

1+ p?
o bien

1 — c2z? B 1

(cx)? — p¥

es decir

;o cx
Y V1= 222

e integrando de nuevo obtenemos
1
y=—V1—-c22+k.
c

Segundo caso. (Falta la variable independiente) Si, en una edo de orden 2 falta la

variable independiente, el mismo cambio nos da 3’ = p, v’ = 3—§ = Z_Z% =p'p.
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Ejemplo. Consideramos la ecuacién y” + k?y = 0. El cambio anterior nos da

pp’ + Ky =0,
es decir
p2 1 k2y2 — 2
o bien p
N +cdx
1 — (ky/c)?

e integrando se obtiene
arcsen(ky/c) = tkx + b,

o bien y = Asen(tkz + b).
En la ecuacion (8) se puede hacer el cambio de variable 3y = p, con lo que queda

g
2Ty
que tiene por solucién
1N _ P
y'(x) = p(x) o, t e
e integrando de nuevo queda
y(x) = Py a1 + co,
2Ty

y teniendo en cuenta que y(0) = y'(0) = 0, vemos que el cable tiene la forma de
una parabola cuya curvatura depende de las propiedades intrinsecas del cable y el

puente
P 2

De la misma forma si en la ecuacién(9) hacemos el cambio ' = p, nos queda

P(x) = 2T+ 2,

Ty

y(z)

una ecuacion de variables separadas que queda,

dp = 2 dx

V1+p2 Tu

Para calcular la integral de la izquierda hacemos el cambio de variable p = senh(?),
dp = cosh(t)dt, con lo que

/d—p:/dt:t+c,
V1 -+ p?
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es decir la solucion es

arcsenh(p) = Loy ¢,
Tn
con lo que
y'(x) = senh (ix + c,> ,
Ty
que tiene por integral
(o)
y(r) = —cosh(|{ =—z+c¢, | +d
(@) = 2 cosh(( £-

e imponiendo las condiciones y'(0) = y(0) = 0, queda

o= o) )

1.7 Aplicaciones geométricas.

Ya sabemos que una ecuacion diferencial define una familia de curvas. Y teniendo
en cuenta que la derivada es la pendiente de la tangente a la curva, una de las
aplicaciones mas directas de las EDOS se dan en la geometria. Empezemos por
ejemplo por encontrar curvas perpendiculares a unas dadas.

1.7.1 Trayectorias Ortogonales

Definicién 8 Dos familias se dicen ortogonales si cada curva en una familia corta
de forma perpendicular a cualquier curva de la otra familia.

Para calcular la trayectoria ortogonal debemos cambiar la pendiente de la tangente

a la curva, por la pendiente de la tangente a la curva ortogonal con lo que si la

ecuacion diferencial de las curvas originales es g—g = f(z,y), la ecuacién diferencial

de las trayectorias ortogonales viene dada por Z—g = —1/f(z,y), o bien
dx
_d_y - f(xa y)

Ejemplo. En el caso de las circunferencias centradas en el origen, 2% 4 4% = ¢2, con
ecuacion diferencial dada en (10) se obtiene la ecuacién diferencial para la familia
ortogonal

y =2,
x
que es de variables separables, con lo que
dy dx
y
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que integrando se obtiene
logy =logz + ¢,

o bien y = kx. Es decir, las curvas ortogonales a las circunferencias centradas en el
origen, son las rectas que pasan por el origen.

En muchas ocasiones la ecuacién vendra dada en coordenadas polares y, en ese
caso, conviene saber la ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales en esas
coordenadas. Ahora bien si cambiamos y’ por —i en (23), queda

vtV wdyy 1
y o - 00
T = xy —vy T

es decir, similarmente al caso de coordenadas cartesianas, la ecucién diferencial
de las trayectorias ortogonales en coordenadas polares, aparece al hacer el inverso
cambiado de signo.

Ejemplo En el caso de circulos con centro en el eje z, la ecuacién diferencial
esta dada por (11), que no es de variables separables. La ecuacién sinembargo es
homogénea y se puede resolver con el cambio adecuado, y también pasando a polares.
En este caso queda

r = 2ccos(6),

y derivando respecto de r
1= —2csen(0)0'(r)

y eliminando la constante con la primera ecuacion obetenemos

rdf
— = —cot(h).
o cot(0)
Ahora solo tenemos que utilizar la inversa cambiada de signo para calcular la EDO

de las trayectorias ortogonales. En este caso nos da

% = tan(#),

que vuelve a ser una ecuacién separable en las variables 6 y r, e integrando nos da
la solucién

r = 2ksen(6). (24)
1.7.2 Otros problemas geométricos.

Como hemos mencionado, cualquier tipo de problema relacionado con la tangente a
una curva, sera un buen candidato a resolver con técnicas de ecuaciones diferenciales
de primer orden. Vamos a ver algunos ejemplos.
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Ejemplo. Hallar las curvas que satisfacen cada una de las condiciones geométricas
que se describen a continuacion. Recordad que la recta tangente a una curva en el
punto (z,y) tiene por ecuacién

1)

v=y+y (@) (u—u1). (25)

La porcion de la tangente limitada por los ejes tiene como punto central al
punto de tangencia.

En este caso la recta tangente corta a los ejes en los puntos (0,y — zy/'(z)) y
(x — m, 0), con lo que por las condiciones del enunciado se da la ecuacién

T— = y— i
@ Y — vy ()

e igualando queda

/
Yy =Y
que es una ecuacion de variables separadas con solucion
k
y=—.
x

La proyeccién sobre el eje x de la parte de la normal entre (z,y) y el eje z
tiene longitud 1.

La recta normal a una curva en el punto (z,y) tendrd pendiente —%, con lo
que tiene por ecuacion

que corta al eje = en el punto (x 4 yy',0), con lo que el segmento proyectado
es el que va entre los puntos (z,0) v (z + yy/,0), que tiene por longitud yy/,
con lo que la ecuacion pedida es

lyy'| =1,

que da las ecuaciones
y'=1 yy'=-1

es decir la solucién son las parabolas

x:c:lzy—
2
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3)

La parte dé la normal entre (z,y) y el eje y queda bisectada por el eje x.

Esta es otra forma de decir que el punto medio entre el punto de corte de la
recta normal con el eje y y el punto de tangencia tiene coordenada y = 0. El
punto de corte de la normal con el eje y es (0, y+ ﬁ), con lo que el punto medio
es (5,4 + 2%,), y para que se anule la segunda coordenada queda la ecuacién

2yy = —x

de nuevo de variables separadas con solucién

%+ 2y2 =2

El dangulo polar es igual al que forma la tangente con el radio polar.

El angulo polar es el que forma el radio vector con el eje x, es decir cumple
tan() = £, mientras que el dngulo que forma la recta tangente, con el ra-
dio vector es el que cumple (23). Esto se puede ver de dos formas. Una
geométricamente. Tomamos un pequeno segmento de la curva, y la consider-
amos en coordenadas polares. Teniendo en cuenta que la tangente del angulo
sera el cateto opuesto entre cateto contiguo, vemos que el aumento en el radio
es Ar, mientras que para calcular la longitud de un segmento de angulo A#
se ha de multiplicar por el radio, es decir, sera rA con lo lo que diviviendo, y
haciendo Ar tender a cero obtenemos
) Af ol ,
AI}"IEOTA_T =Ty = r0'(r).

Vamos a hacerlo ahora considerando coordenadas cartesianas. La recta tan-
gente tiene como vector director (1,’), mientras que el radio vector es (z,y),
asi pues usando el producto escalar obtenemos que el angulo cumple

x4+ yy’
cos(ar) =
V@ + )1+ (y)?)
con lo que
T \2
) = Sele) _ 1= cof(a) _ 1 g

cos?(«) cos?(a) %
224y y

(y — zy')?
(z+yy')?’

como queriamos ver.
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Asi pues, para resolver nuestro problema igualamos « a # y queda

v (y—ay)

2 (x+yy)?
o bien )

y_ y—ay)

z  (z+yy)
Resolviendo la primera queda

(y2 4 ZL’2)y, — 0’
que solo es cierto si ¥ = 0, es decir y = k. Resolviendo la segunda queda

,  2xy

o2 — y?
que es justamente la ortogonal a (11), y que tiene por solucién (24). De todas

formas, la ecuacién es homogénea, y podriamos haberla resuelto con el cambio
y = zx, con lo que iy’ = 2’z + z, y queda la ecuacién de variables separables

'y 2z
2 4z =
1 — 22
es decir
, z+ 23
rz = 5
1—2

separando las variables se obtiene

1 2 1 — 22 1
- — - dz = Z‘dz:—dx
z 1422 z+ 23 T

e integrando queda

z
1422 2k
o bien deshaciendo el cambio
Y B 1
w2 4y2 2K

o bien
2+ (y — k)? = k2

Ejemplo Una curva arranca desde el origen por el primer cuadrante. El area
bajo la curva desde el origen hasta (z,y) es un tercio del area del rectdngulo que
tiene a esos puntos como vértices opuestos. Hallar la ecuacién de esa curva.
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El drea bajo la curva viene dada por la integral Y (z) = [ y(x)dz, mientras
que el area del rectangulo es xy. Teniendo en cuenta que Y’ = y, por el Teorema
Fundamental del Calculo, se tiene la ecuacion

1

Y = 2V’
3
que es una ecuacion de variables separadas, con solucion
Y = ka?,
y derivando nos queda
2
y(x) = Kz*,

es decir, las curvas son parabolas que pasan por el origen de coordenadas.

Ejemplo. Tres vértices de un rectangulo de drea A estan sobre el eje x, en el
origen y sobre el eje y. Si el cuarto se desplaza sobre una curva y = y(z) en el primer
cuadrante de manera tal que el ritmo de cambio de A respecto de x es proporcional
a A, hallar la ecuacion de esa curva.

El enunciado nos dice que

Al(z) = kA(z)

con lo que A(x) = Ce*®. Ahora, como el drea es la del rectdngulo que tiene por
vértices opuestos (0,0) y (z,y(x)), tiene drea A(x) = xy(x), con lo que

Cfekz

T

y(x)
1.8 Ecuaciones lineales de segundo orden

Son las ecuaciones del estilo

y'+ Plx)y' + Qx)y = R(x). (26)

A diferencia de las ecuaciones de primer orden, estas no admiten un método general
de resolucién, y nos dedicaremos a alguna ecuaciones en particular y al caso general
en que los coeficientes son constantes.

Como hicimos en primer orden, primero establecemos un teorema que nos per-
mite decidir la existencia de solucién a una cierta ecuacidn.

Teorema 9 Si las funciones P,Q, R son continuas en un intervalo [a,b] e yo, Y
son dos valores cualquiera, la ecuacion (26) tiene solucion unica tal que y(zo) = Yo,

Y (o) = Yp-
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Si R(x) = 0, la ecuacién se llama homogenea. Esta es en realidad la mas impor-
tante. Cuando R(x) # 0 se llama ecuacién completa.

Siempre que no se diga lo contrario, nos fijaremos en el caso en el que las funciones
cumplen las condiciones del teorema anterior. En ese caso, podemos describir la
solucion completa a la ecuacién siguiendo el siguiente teorema:

Teorema 10 La solucidn general de la ecuacion completa (26) es la suma de una
solucion particular y la solucion general de la ecuacion homogenea.

Asi pues, necesitaremos resolver primero la ecuaciéon con término independiente
R(z) =0, y luego encontrar una solucién particular para la completa.

Prueba. Basta con ver que si y; e y» son soluciones de la ecuacién completa,
entonces y = y; — ¥y es solucién de la homogénea, lo cual es evidente al substituir y
en la ecuacion.

Y'+ Py +Qy = (1 — )+ Plyr — 1) + QY1 — 32)
=yl + Pyi + Qui — (y3 + Pys + Q)
= R(z)— R(z) =0.
Asi pues, debemos encontrar la solucion general de la ecuaciéon homogénea.

Lema 11 Dadas dos soluciones y, e y; de la ecuacion homogenea, cualquier com-
binacion lineal c1y; + coyo también lo es.

Prueba. Claro, si y; e y2 son solucién entonces

0 = aly +P@)y + Q(x)yr) + ca(ys + P(x)ys + Q(2)ys)
= (cyr +caya)” + P(x)(cryn + caya)' + Q(x) (e + cayo)
Podria ocurrir que una es multiplo de la otra. En cualqueir otro caso, dadas dos

soluciones particulares de la homogenea, entonces y, = c1y1 + coy2 es la solucion
general.

Teorema 12 Dadas dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion ho-
mogenea, entonces y, = c1y1 + c2y2 €s la solucion general.

Prueba. Dada una solucién de la ecuacién y hay que encontrar dos constantes
tal que y = c1y1 + coy2. Ahora bien, como la solucién es tinica una vez ajustamos
los valores iniciales, se tiene que es suficiente probar que existen dos constantes

y(zo) = cry1(zo) + cay2(x0)
y'(z0) = c1y/i(z0) + cayz (o),

para algun xy. Este sistema tendra solucio si

W(z) = ‘ JLTo) vetTo) | y1(o)ys (o) — y2(wo)yy (w0) # 0.

Y1 (o)  ya(wo)

A W (x) se le llama Wronskiano de las soluciones y1, y» y tiene la siguiente propiedad.
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Lema 13 El Wronskiano de dos soluciones a (26) es o bien identicamente cero, o
no se anula nunca.

Prueba. Derivando se obtiene

Wi (x) =y (x)yy (x) — y2(@)yy (2)
y sustituyendo en la ecuacién se obtiene

d—W—l—PW:O,
dx

con lo que W (z) = ce~/ 7% que demuestra el resultado pues es una exponencial que
solo se anulard si ¢ = 0.

Lema 14 Dos soluciones son linealmente dependientes si y solo si W = 0.

Prueba. Si son linealmente dependientes el resultado es obvio. Supongamos que
W = 0. Entonces, dividiendo por 37, que se puede pues es no cero en un intervalo
[¢, d] por continuidad si no es la solucién trivialemente nula, queda que

()
U1

Yo = kyl;

en el intervalo [c,d], pero entonces son iguales por el teorema de unicidad y, por
tanto, linealmente dependientes.

o bien

Ejemplo. Para probar que y(z) = ¢jsenz + cycosz es la solucién general de
y” + 1y = 0, basta ver que son soluciones linealmente independientes. Que son
soluciones se ve derivando, y para ver la independencia lineal observamos que

W(x) = —(cos* z + sen’z) = —1 # 0,
en todo z € R.

Asi pues para resolver la ecuacion homogénea, debemos encontrar dos soluciones,
calcular el wronskiano, y si no es cero, habremos terminado. En realidad, el siguiente
método nos ahorra trabajo ya que, en realidad, basta con encontrar una sola solucion.
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1.8.1 Meétodo de variacién de constantes

Una vez que tenemos una solucion de la ecuacion homogénea, podemos calcular otra
suponiendo que y, = vy;, donde v es alguna funciéon de x no constante. Entonces,

Yo =V'y1 + vy
Yy ="y + 20"y + vyy
con lo que, para que sea solucion de la ecuacion se tiene
0 = o+ Pyy+Qyo=v"y1 + 20'y) + vy + Py +vyy) + Quy
= o(y] + Py1 + Qu1) + ' (2 + Pyy) + v"y1 = ' (2y] + Pyr) + 0"y,
e integrando queda

log(v/) = —(2log g + / P),

o bien

con lo que

[
v = .
2
Y1
Como v no es constante, pues el integrando no es cero, ¥, e ys son siempre linealmente
independientes.

Ejemplo. 2%y” + xy' — y = 0 tiene la solucién y = z, y aplicando la férmula

anterior con P = 1/z obtenemos v = —51, y por tanto y = —:- es otra solucién

2x2) 2z
linealmente intedepdiente.

Nos falta pues encontrar una solucion de la ecuacién homogénea. En el caso par-
ticular de coeficientes constantes, la solucién se puede encontrar gracias al siguiente
método.

1.8.2 Ecuacion homogenea con coeficientes constantes

Tenemos la ecuacién
y' +py +qy=0,
con p y g numeros reales. Derivando vemos que y = €™ es solucién si y solo si
p(m) =m*+pm+q=0. (27)

Al polinomio p(m) se le llama polinomio caracteristico de la ecuacién. Asi pues, si
el polinomio caracteristico tiene dos raices reales y distintas m; y ms, entonces la
solucion generl de la ecuacion serd

y = Clemlx + C2em1x
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ya que W(x) # 0.

Cuando el polinomio caracteristico tiene dos raices complejas a + bi, entonces
y = cre®sen(bz) + coe® cos(bx) es la solucién general. Basta con introducir las dos
funciones y; = e cos(bx), yo = e**sen(bz) en la ecuacién para ver que sonb solucién
y calcular su wronskiano. Observar que, por la formula de Euler,

elatb)e — a7 (cog(br) + isen(bx)).

Por tltimo, si el polinomio caracteristico tiene una raiz doble, m entonces y y =
cre™4coxe™” es la solucion general. Observar que, en este caso, tendriamos y = ™"
como solucién y, aplicando el método de variacion de constantes sale la segunda
Yy = zem’.

Una observacion interesante es que todas las soluciones que generan la solucién
homogénea son del estilo y(z) = 2"e(**)*_ Sj las raices del polinomio caracteristico
son reales y distintas, salen solucioens con n = 0,v = 0. Si las raices son complejas
conjugados, salen soluciones con n = 0, y si la raiz es doble, las soluciones son con
n=10v=0.

Ya sabemos como resolver completamente una EDO lineal de orden 2 homogénea
con coeficientes constantes. Ahora pasamos a resolver la ecuacién completa, con lo
que tendremos que encontrar una solucion particular. Tenemos dos métodos para
ello, dependiendo del tipo de ecuacién que estamos resolviendo.

1.8.3 Meétodo de los coeficientes indeterminados.

Se utiliza para resolver ecuaciones completas con coeficientes constantes,

v +py +qy = R(x),

cuando R(x) es una combinacién de funciones trigonométricas, exponenciales y
polinomios. En realidad es suficiente con resolver la ecuacién con término inde-
pendiente R(z) = ¢(z)e®™®? donde ¢(x) es un polinomio de grado n, ya que
si para Ry(z) = q(z)el®+®1)* hemos encontrado la solucién particular y; y para
Ro(z) = qo(w)el®F2)7 hemos encontrado la solucién particular y,, entonces para
R(z) = Ri(z) + Rs(z) tendremos la solucién y = y; + yo, por la linealidad de la
ecuacion. Observar que para n = 0,b = 0 son exponenciales, para n = 0,a = 0 son
los senos y cosenos por la ecuacion de Euler, y para a = b = 0 seran los polinomios.

La idea viene de observar que las derivadas de una funcién del estilo R(z) como
arriba, tiene todas las derivadas del mismo estilo, salvo que varian las constantes,
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con lo que intentaremos probar una funcién y, del mismo estilo con constantes
indeterminadas a calcular para que nos de una solucion.

Caso 1 (Caso polinémico) Si el término independiente R(x) es un polinomio de
grado n, entonces, como la derivada de un polinomio es un polinomio, probamos la
funcién y,(x) un polinomio del mismo grado. Esto nos dara la solucién particular
excepto en el caso en que p =0, 0 p = ¢ = 0, ya que en esos dos casos a la derecha
de la ecuacion quedaria un polinomio de menor grado. En esos casos, quiere decir
que el polinomio caracteristico tiene 0 como raiz de multiplicidad 1 o 2. En ese caso,
debemo probar funciones y, = x™¢(z), donde g(z) es un polinomio de grado n, y m
es la multiplicidad de la raiz 0.

Ejemplo.

1. Resolver i’ — 6y’ +8y = 822 —4x — 12. En este caso el polinomio caracteristico
es m?—6m+8 = (m—4)(m—2), con lo que la solucién general de la homogénea
es yg = c1e*® + cpe**. Probamos como solucién particular un polinomio de
grado 2, y, = 2>+ ax+b. Observar que el término de mayor orden solo aparece
en y y no en sus derivadas. Introduciéndolo en la ecuacion queda

2 — 12z — 6a + 822 + S8ax + 8b = 8z — 4z + 1,

con lo que a = 1, b = —1, y la solucién particular es y, = 2> + z — 1, y la
solucién de la ecuacion es

Yg = c1e® 4+ cqe® + 22+ — 1.

2. Resolver ¥’ — ay’ = 23, para los distintos valores de a. En este caso, el
polinomio caracteristico es m? + am = m(m — a), con lo que la solucién
general de la homogénea es yg = ¢1 + ™, sia # 0,y yg = ¢1 +cox, sia = 0.

Sia # 0, para encontrar la solucién particular de la ecuacion completa probamos
una funcién del estilo y, = z(agz®+ay2*+asr+asz), y nos da al introducirlo en
la ecuacion un sistema con solucién ag = —t, a; = —a%, as = —a%, az = —a%,
con lo que la solucién general de la ecuacion es

_ ax 1 4 1 3 3 2 6
Yg = C1 T 26" — Em +$a: +$x +;x .

Si a = 0, entonces m = 0 es raiz doble del polinomio caracteristico, con lo que
probamos y, = ?(agz® + a12? 4+ asx + a3), que nos da por solucién ag =
a1 = ay = a3z = 0, con lo que la solucién general de la ecuacion es

1
20°

Yg =C1+ 2T + 2—0x5.
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ax

Caso 2. (Caso exponencial) En este caso b = 0. Vamos a suponer R(z) = Ce
Entonces probamos y, = Ae*” con lo que queda

A(a* +pa+q) =C.

Si a® 4+ pa + ¢ # 0, entonces la solucién es y, = me‘”. Esto es posible siempre
que a no es solucién del polinomio caracteristico, es decir, que y = €** no es solucién
de la ecuacion homogénea. Si este fuese el caso, entonces probamos una solucion
del estilo y, = Aze®, que es lo que saldria de aplicar el método de variaciéon de
constantes. Al introducirlo en la ecuacién queda, utilizando que a? + pa + ¢ = 0,

AQ2a+p)=C

que tiene por soluciéon y, = 2a1+pe“”" siempre que 2a + p # 0. En caso de que

2a + p = 0, es porque a es una raiz doble del polinomio caracteristico y ze® es
solucion de la ecuacién homogénea. De nuevo aplicando el método de variacién de
constantes, nos dice que debemos intentar una solucién multiplicando de nuevo por

z, es decir, y, = Ar?e" y en este caso A = % es solucion.

Ejemplo.
1. Resolver la ecuacién y” +y' +y = €2*. En este caso el polinomio caracteristico
1
esp(m) =m*+m+1= (m+3)?+ 3, que tiene por raices m = %ﬁ, con lo

que la solucién general de la ecuacién homogénea queda de la siguiente forma
yi = e 27%(c1 cos(v/3/2) + casen(v/3/2). Para encontrar la solucién particular
de la ecuacién completa, probamos y, = C'e?”, e introduciéndolo en la ecuacién
queda C' = %, y la solucién general de la ecuacién es

Yg = e*%x (cl cos(\/§/2) + Cgsen(\/§/2)> + %6230.

2. Resuelve el problema de valores iniciales y” — 2y’ +y = e*, junto con las condi-
ciones iniciales y(0) = 1,7/(0) = 1. En este caso el polinomio caracteristico es
p(m) = (m — 1)2, con lo que la solucién general de la ecuacién homogénea es
yu(x) = c1e” + cowe®, y por tanto para la solucién particular sabemos que es
yp(z) = %xZem, con lo que la solucién general de la ecuacion completa es

1
Yy(2) = c1€” + coxe” + §x2ex.
Ahora usamos las condiciones iniciales. Evaluando en z = 0, queda ¢; = 1y,
derivando una vez y evaluando en cero queda c; = 0, con lo que la funcién,
solucién de la ecuacion y que satisface las condiciones iniciales es

x+12z
=€ —Tr e .
Y 2
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3. Resuelve la ecuacion y” — 3y’ + 2y = . El polinomio caracteristico es p(m) =
m? —3m+2 = (m—2)(m — 1), con lo que la soljucién general de la ecuacién
homogénea es yy(z) = c1e® + c2¢** y el término independiente es solucién de
la ecuaciéon homogénea y probamos una funcién del estilo y,(z) = Cze® para
resolver la completa. Al introducirla en la ecuaciéon queda C' = —1, con lo que
la solucion general es

2z — xe®

yg(z) = cr1e” + cze

Caso 3. (Caso trigonométrico) Es el caso a = 0, que por la férmula de Euler

es como tener un término independiente de la forma R(z) = acos(bx) + fsen(bx),

donde « o [ pueden ser 0. Para encontrar la soluciéon particular consideramos una

funcién del mismo estilo y, = Acos(bx) + Bsen(bx), con el objetivo de ajustar las

constantes A y B para que sea solucién de la ecuacién completa. Introduciéndolo
en la ecuacién queda

(—Ab® + Bbp + Aq) cos(bx) — sen(bx)(Abp + Bb* — Bq) = a cos(bx) + Bsen(bx),
y resolviendo el sistema

Alg—b)+Bbp = «
A(=bp) + B(g—b*) = B,

que tendra solucién siempre que el determinante (g — b%)? + (bp)? # 0.

Si el determinate es cero, entonces puede ser porque p =0,y b= ,/qg, 0 p # 0
y ¢ = b = 0. En el segundo caso la ecuacién no contiene la variable dependiente, y
podemos resolver la ecuacién reducéndola de orden como en (1.6.4).

En el caso en que p = 0, las soluciones de la edo homogénea son cos(bz),
sen(bx), donde b* = ¢, con lo que el término independiente también es solucién de
la homogéna. Analogamente al caso exponencial, y de nuevo usando el método de
variacion de constantes, nos sugiere probar una solucién del estilo y, = z(A cos(bz)+
Bsen(bx)), e introduciéndolo en la ecuacién encontramos la solucién A = —
B = Z;. Si también ¢ = b = 0, la ecuacién se resuelve por integracién directa.

257

Ejemplo.

1. Resolver la ecuacion y” + y = sen(x). En este caso el polinomio caracteristico
es p(m) = m? + 1, con lo que la solucién general de la ecuacién homogénea
es yg = c1cos(x) + cosen(z), por lo que el término independiente estd en
resonancia con la ecuaciéon homogénea, y tenemos que probar una solucién
particular del estilo y,(x) = x(Acos(x) + Bsen(z)). Introduciéndolo en la
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ecuacién queda B = 0, A = —1, con lo que la solucién general de la ecuacién

29
es )
Yy = €1 co8(x) + cosen(z) — 3% cos(z).

2. Resolver la ecuacién y”—y = sen(x). En este caso el polinomio caracteristico es
p(m) = m2—1, con lo que la solucién general de la ecuacién homogénea es yy =

c1€” + cee . Ahora, para encontrar una solucién particular de la completa,
probamos una funcién del estilo y, = A cos(z) 4+ Bsen(x), e introduciendola en
la ecuacion queda A =0, B = —%, con lo que la solucién general a la ecuaciéon
es

1
g — §sen(x).

Yp = c1€” + coe”
Caso 4. (Caso mixto) En este caso el término independiente serd una funcién
del estilo R(x) = ae*sen(bx) + [e* cos(br), y debemos probar una solucién del
mismo estilo. y, = Ae*sen(bx) + Be® cos(bx), con constantes desconocidas A, B
que deberémos resolver en funcién de o y 5. Al introducirlo en la ecuacién queda

(a®* +ap —b* +q)A+2Bbla+p/2) = a
(=2b(a+p/2)A+ B(a®> +ap — b* +q)) = B

que tendra solucién si y solo si R(x) no es solucién de la ecuaciéon homogénea. Y,
en caso de que R(z) sea solucién de la ecuacién homogénea, debemos una vez mas
probar una solucién del estilo sugerido por el método de variaciéon de constantes,
y, = x(Ae*sen(bxr) + Be* cos(bx)). Como la raiz es compleja, sélo puede tener
multiplicidad 1.

Ejemplo.

1. Resolver la ecuacién y” + 9y = e”cos(x). En este caso el polinomio carac-
terfstico es p(m) = m? + 9, con lo que la soluicién general de la ecuacién
homogénea es yy(z) = cicos(3z) + cpsen(3z). El término independiente
es mixto, que corresponde a la raiz compleja y = 1 + 7, que no es raiz
del polinomio caracteristico, con lo que no sera solucién de la ecuacién ho-
mogénea, y por tanto para resolver la particular probamos una funcién del
estilo y,(z) = e"(Acos(z) + Bsen(x)). Al meterlo en la ecuacién queda

9A+2B =1
2A-9B=0

que tiene por solucién A = %, B = %, luego la solucion a la ecuacion es

9 2
Yy(z) = c1 cos(3z) + casen(3x) + —e” cos(z) + ——e“sen(x).

85 85
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2. Resolver la ecuacién y” — 2y’ + 2y = e®sen(z). En este caso el polindmio
caracterfstico es p(m) = m? — 2m + 2, que tiene por raices m = 1 44, con lo
que la solucién general de la homogénea es yg(z) = €*(c¢; cos(z) + cosen(z)),
y por tanto el término independiente es soluciéon de la homogénea. Lo que se
puede comprobar metiéndolo en la ecuacién. Asi pues probamos una funcién
del estilo y,(z) = xe®(cq cos(x) + cosen(zx)). Metiéndolo en la ecuacién queda
B=0,A= —% con lo que la solucién general de la ecuacion es

1
Yy(z) = c1e” cos(z) + coesen(z)) — Qxex cos(z).

Caso 5. (Multiplicacién por un polinomio) En cualquiera de los cuatro casos
anteriores, si lo que tenemos como término independiente es T'(z) = ¢(z)R(z), con
¢(z) un polinomio de grado n y R(z) alguno de los casos anteriores, de nuevo si
R(z) no es solucién de la ecuacion homogénea probamos una solucién del estilo
y, = p(z)e*”, donde p(x) es un polinomio a determinar de grado n. Si, por el
contrario, R(z) si es solucién de la ecuacién homogénea, y la raiz es de orden m
entonces probaremos y, = x™p(z)e**, con p(z) un polinomio a determinar de grado
n.

Ejemplo.

1. Resolver la ecuacién y”+4y = x cos(x). En este caso el polinomio caracteristico
es p(m) = m?+ 4, con lo que la soluicién general de la ecuacién homogénea es
yu(x) = c1 cos(2z) + cosen(2z).El término independiente es un polinomio de
grado 1, concretamente ¢(z) = x, multiplicado por R(z) = cos(z) que no es
solucién de la ecuacién homogénea. Por tanto debemos probar una funcion del
estilo y,(x) = (ax+b)(Acos(x)+ Bsen(z) = (uz+v1) cos(x)+ (ugx+vq)sen(z)
y, metiéndolo en la ecuacién queda

3urx + 2us + 3v; = x
Susx — 2uy + 3v, =0

o bien u; = %, Vg = %, v1 = ug = 0, con lo que la solucion a la ecuacién es
1 2
Yg(x) = 1 cos(2x) + cosen(2x) + 3% cos(x) + §Sen(a:).

1. Resolver la ecuacién y”—2y'+y = z%e*. En este caso el polinomio caracteristico
es p(m) = m?—2m+1 = (m—1)2, con lo que la soluicién general de la ecuacién
homogénea es yy(x) = c1€” +coxe”. El término independiente es un polinomio
de grado 2, concretamente g(z) = x?, multiplicado por R(z) = e que es
solucion de la ecuacién homogénea, con multiplicidad 2. Por tanto debemos
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probar una funcién del estilo y,(z) = z2(az? + bx + ¢)e® = (ax* 4 ba® + cx?)e”
y, metiéndolo en la ecuacién queda

12ax? 4 6bx + 2¢ = 22,

1

i3, b=1c =0, con lo que la solucién a la ecuacion es

o bien a =

1
Yy () = cre” + caze” + —a'e”.

12

Método de variacion de parametros. Veremos que el método de coeficientes
indeterminados sirve de forma andloga para resolver edos lineales de coeficiientes
constantes de orden , con el término independiente de la misma forma que los vistos
anteriormente. Si la edo es de orden 2 y el término independiente es de forma
general, aun tenemos un método para resolverla.

Supongamos que sabemos la solucién general de la ecuacién homogenea yy =
C1y1 + cayo con yq, Yo soluciones de la homogénea y ¢y, co constantes.Vamos a hacer
como en el método de variacion de constantes, con una ligera modificicaciéon. Como
estamos buscando una funcién que no sea combinaciéon lineal de las anteriores, uti-
lizamos una funcion del estilo y = vyy; +v2ys, donde esta vez vy y vy seran funciones,
sujetas a la condicién extra vjy; + viy, = 0. Al derivar y utilizar esta condicién nos
queda el sistema

vy + vhye =0
V1Y) + vays = R(x),

Que tendra solucion cuando y; e y2 sean linealmente independientes, ya que en ese
caso el wronskiano W (x) no se anula. Resolviendo el sistema queda

v = _QQR(:E)
W)
v = le(l’)
L W)

e integrando obtenemos la solucién particular
Yy = — Y2 R(z) y1R(z)
3 W (x) W (x)
Ejemplo. Resolver 3y’ + y = cosec(z). En este caso la solucién general de la
homogénea es la combinacién lineal de y; = cos(z), yo = sen(x) con lo que W (z) = 1,

dxy +

dx ys.

_ yzR(x)dx . y1R(z)
W (z) W (z)

dx = log(sen(x)),

yp(z) = log(sen(z))sen(x) — x cos(x).
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1.9 Ecuaciones lineales de orden superior.

Como ya hemos mencionado al principio, una ecuacién diferencial de orden n es una
ecuacion del estilo

/ n
F(z,y,y,...,y™) = 0.
Las ecuaciones lineales son el caso particular en que la funciéon F' es un polinomio

lineal en las variables (y,v/, ..., y"), es decir, tanto la variable dependiente como sus
derivadas aparecen aisladas y elevadas a 1. Son solo las del tipo

an(2)y™ + ap1(2)y" ™ + - + ao(z)y + b(z) =0, (28)

con ag(z),...,a,(x),b(x) cualesquiera funciones de x, y no es lineal ningin otro
tipo. En general consideraremos a,(x) = 1, ya que siempre se puede dividir por el
cofiente a,(z) y nos dard una ecuacién del mismo estilo.

La principal caracteristica de una ecuacion lineal, como vimos en el caso de orden
2 es que la suma de soluciones es solucién

Teorema 15 (Principio de superposicion) Dadas dos soluciones yi(x) y ya(z) de
la Ecuacion (28) homogénea, es decir b(x) = 0, entonces y = c1y1 + cayo €s también
solucion para cualesquiera constantes ¢y y Cs.

Este teorema no es mas que el Lema 11 para cualquier orden. Y, de la misma forma,
generalizando el Teorema 9 tenemos

Teorema 16 Silas funciones en la Ecuacion 28 son continuas en un intervalo |a, b],
a,(z) =1, entonces por cada punto x € [a,b] hay una unica solicion a la Ecuacion
28 con valores iniciales y(z) = yo, ... y" () = Y.

De esta forma deducimos el siguiente resultado

Corolario 17 El conjunto de soluciones de la Ecuacion 28 homogénea tiene estruc-
tura de espacio vectorial de dimension n.

Asi pues, para resolver la Ecuacién 28 basta encontrar n soluciones linealmente
independientes de la ecuaciéon homogénea, y una solucion particular de la ecuacién
completa. Bien, pues ya sabemos como distinguir cuando n vectores son linealmente
independientes en un espacio de dimensiéon n. Simplemente calculamos el determi-
nante de la matriz que forman al escribirlos en cualquier base. Por tanto, y como
hicimos en el caso de orden 2, definimos el wronskiano de la siguiente forma

Definicién 18 Dadas n+ 1 funciones yi,...,Yn,r1 n veces diferenciables, se define
el wronskiano como

Yyr Y2 oo Yn41

Yy Vs ... y;ﬂrl
W[yla"'vyn-l-l](‘r) = : : .

vy oy
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Teorema 19 FEl wronskiano de n+1 funciones linealmente dependientes yi, . .., Yni1
cumple Wy, ..., Yns1](z) = 0.

Una sencilla aplicacion del anterior resultado surge cuando queremos encontrar la
ecuacion diferencial lineal definida por ciertas funciones dadas fi,..., f,, lineal-
mente independientes y n veces diferenciables. Efectivamente, como una ecuacion
homogénea de orden n tiene n soluciones linealmente independientes, cualquier otra
solucién serda una combinacién lineal de ellas con lo que

W[nyh”'afn] :07

y desarrollando el determinante nos da una ecuacién lineal de orden n.

Ejemplo.

1. Encontrar la ecuacion diferencial lineal que definen las funciones f; = e7,

fo=¢€e"logu.

En este caso el cociente de ambas funciones no es constante, con lo que son
linealmente independientes, y seran generadores del conjunto solucién de una
ecuacion de orden 2, y cualquier otra solucion serd linelmente dependiente, y
tendran wronskiano conjunto 0. Asi pues formamos el wronskiano

y i [ y e e’ logx
0=Wly, fi, fol(z) = v ofi =1y € e*(logz + %)
y// {/ é/ y// eq; eq;(logx + 2 _ LQ)

1 2 1 1 1
_ y//eQx_ . y/e2x (_ o _2> 4 y€2x (_ _ _2)
x X T €T x

Multiplicando por z?e~2*, queda la EDO lineal de orden 2
zy" + (1 —22)y + (x — 1)y =0.
2. Encontrar la ecuacién diferencial lineal que definen las funciones f; = e*,
fo =cosz, f3 =2e” —cosx.

En este caso se ve a simple vista que f3 es combinacion lineal de f; y fo.
Ademas, si hacemos el wronskiano de las dos primeras, queda

Wify, fol(z) =

eiE

e

COsS T

sen(z) | = —e”(cos(x) + sen(x)) # 0,

xT

luego son linealmente independientes. Por tanto, son una base de las solu-
ciones de una EDO lineal y homogénea de orden 2. Calculamos el wronskiano

correspondiente
vy fi fe y €e° CcoS X
0 = Wy, i, Rll@)=1Y fi f|=|y e —senx
y// {/ é/ y// 6.7} _ COS(:U)
= —y"e"(sen(z) + cos(x)) + 2y'e” cos(x) + ye* (sen(x) — cos(z)),
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y multiplicando por —e™" queda la ecuacion

y"(sen(z) + cos(z)) — 2y’ cos(x) — y(sen(x) — cos(x)) =0

Se puede reducir el orden de la ecuacion si, en vez de homogénea, consideramos
una ecuaciéon completa. En este caso, dadas fi,..., f,41 funciones linealmente in-
dependientes, se tiene que f; — fui1,.-.,fn — fair1 son n funciones linealmente
independientes que generan el espacio solucion de una EDO lineal de orden n

an () (Y = for1)" + ano1 () (Y — far1)"" D + -+ ao(@)(y — fapr) + b(z) =0,
y desarrollando, obtenemos la ecuacion completa
an(2)y" + a1 (2)y" D + -+ ao(2)y = B(x),

donde
B(x) = ap(@) [y + an-1(2) ford) + - + ao(2) fas1 — b(x)

Ejemplo. De las funciones del ejemplo anterior , f; = €%, fo = cosx, f3 = 2e* —
cos x, nos quedamos con las linealmente independientes f; = e, fo = cosz, y ahora
consideramos la diferencia g; = e — cosx, base del espacio de soluciones de una
EDO lineal de orden 1 dada por

y —cos(x) e* —cosz

B | y—cos(z) ¢
0 = Wiy, al(z) ! y +sen(x) €*+ senx

|y +sen(z) ¢
= —(y +sen(r))(e” — cos(z)) + (y — cos(x))(e” + sen(x)),

y desarrollando queda

y'(e” — cos(x)) — y(e” + sen(z)) = —e”(sen(z) + cos(z))

1.9.1 Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes

Dentro de las ecuaciones lineales se encuentran ecuaciones que modelan una enorme
cantidad de fenénemos fisicos de gran importancia. Por mencionar uno en concreto,
la ecuacion de Schrodinger de la mecanica cuéntica, de soluciéon desconocida en la
actualidad, en una dimension tiene el aspecto
h2 !
—5y tulz)y = Ey

donde h es la constante de Planck, m la masa, u(z) la energia potencial y F la energia
del sistema. Debido a la gran dificultad que supone resolver las ecuaciones lineales
en general, nos restringimos a intentar resolver algunas muy concretas entre las que
se encuentran las que tienen coeficientes a;(x) = a; constantes. Los resultados son
analogos a los que se han presentado para ecuaciones de orden 2.
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Dada una ecuacion lineal con coeficientes constantes
Y™ + an_1y" 4+ agy = b(x), (29)

empezamos por encontrar la base de soluciones de la ecuacién homogénea. Para ello
calculamos el polinémio caracteristico

mr+a,_ m" 4 +ay=0.
Cuando una raiz real m tiene multiplicidad k genera un subespacion de soluciones

de dimension k

yu,, = (co+cx+---+ ck_lxk_l)em”&.

Si la raiz es compleja m = a+0bt, con multiplicidad £, entonces su conjugada también
es raiz con la misma multiplicidad, con lo que la pareja genera un subespacion de
soluciones de dimension 2k

ym,, (o + arz + -+ a1 2" e cos(br) + (Bo + S + -+ - + Br12" e sen(br).

Ejemplo. Resuelva la EDO lineal homogénea y? — 2y + 3/ = 0. En este caso el
polinémio caracteristico es

p(m) =m® —2m® + m
la primera raiz se ve a simple vista m; = 0, y dividiendo por x queda
p(m) = m(m® — 2m* + 1).
ahora vemos que el interior del paréntesis es un cuadrado perfecto, con lo que
p(m) =m(m* 1)

De nuevo, dentro del paréntesis tenemos diferencia de cuadrados con lo que queda
suma por diferencia

p(m) =m(m? — 1)*(m* +1)* = m(m — 1)*(m + 1)*(m? + 1)?,

con lo que p(m) tiene las raices m; = 0 con multiplicidad 1, my = 1y m3 = —1
con multiplicidad 2, y m4 = 7, ms = —i con multiplicidad 2. Por tanto la solucién
general sera la suma de las soluciones generadas por cada raiz, es decir,

yr () = cor + (1 + cox)e” + (c3 + caz)e™ ™ + (5 + cox) cos(x) + (7 + csx)sen(x),

que como vemos tiene 9 coeficientes libres, con lo que genera un espacio vectorial de
dimensién 9, que coincide con el orden de la ecuacion.
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1.9.2 La completa: Método de coeficientes indeterminados

Nos queda pues resolver la ecuaciéon completa. Nos restringimos a ecuciones con
término independiente R(x) dado por polinomios, exponenciales, senos y cosenos,
o producto de estas. Todas ellas cumplen que R(z), y todas fus derivadas, viven
en un espacio vectorial de dimension finita, llamemoslo C'I. Si ese espacio estd
generado por Ry(z),..., Rx(z), entonces como solucién particular probaremos una
combinacion lineal, pues la ecuaciéon simplemente es ya una combinaciéon lineal de
las derivadas. Si el término independiente es solucion de la homogénea, se debe
probar una potencia de x, determinada por la multiplicidad de la raiz del polinomio
caracteristico, por los generadores del C'I. Veamoslo con un ejemplo.
Ejemplo.

1. Resolver la ecuacién diferencial y*) = sen(z) + 24. En este caso, la ecuacién
homogénea es y* = 0, cuyo polinomio caracteristico tiene la raiz m = 0 de
multiplicidad 4, con lo que genera una solucién yg = co+cizx+cox?+cza®. Para
encontrar una solucién particular, vemos que el término independinte junto con
todas sus derivadas estan en el espacio vectorial generado por sen(z), cos(z), 1.
Por otro lado 24 es solucion de la homogénea, correspondiente a la raiz m = 0
con multiplicidad 4, luego probamos una solucién del estilo y, = asen(z) +
bcos(z) + cx?, obteniendo al introducirlo en la ecuacién a = 0,0 = 1,¢ = 1,
con lo que la solucién general es

Yy (7) = co + 17 + cox® + c37° + sen(x) + 2t

2. Resolver la ecucion diferencial ¢ —6y* —8y3) +48y" 416y’ —96y = we®. En este
caso el polinomio caracteristico es p(m) = m® — 6m* — 8m? +48m? + 16m — 96.
Una raiz es un nimero que lo hace cero y, para que se haga cero, la parte
positiva debe ser igual de grande que la negativa y como tenemos 96 la raiz
tiene que ser grande. Si esperamos que sea entera, debe ser un divisor de
96 = 3-32. Descartamos los primeros divisores, y probando con m = 6, vemos
que es raiz. Dividiendo por m — 6 queda, completando cuadrados

p(m) = (m—6)(m* —8m?+16) = (m—6)(m*—4)* = (m—6)(m—2)*(m+2)?,
por tanto la solucién general de la ecuacion homogénea es
Y = coe® + (c1 + cx)e®™ + (3 + cux)e

El CT del término independiente estd generado por {e”, xe®} y no son solucién
de la ecuaciéon homogénea, por tanto probamos una solucién particular del

estilo y, = ae” +bxe” que, metiendolo en la ecuacién queda b = _4_157 a = _%’
y la solucion general de la ecuacion queda
Yy (z) = coe® + (1 + cox)e® + (c3 + cym)e > — ﬁem _ ixex
! 675 457
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3. Resolver la ecuacién diferencial z%y” + xy’ — y = logz. Esta es una ecuacién

equidimensional de Euler que se resuelve con el cambio x = e*, 0 z = logz,
con lo que, si denotamos por y = Z—Z, entonces por la regla de la cadena se
tiene y' = yg—; = ye~?, mientras que
dy  dy dz
" s —2Z . —Z —z . —22 - —2z
== =-—"——= (g " —yge “)e T =ge T —yge 7,

dx dz dx (y Y ) Y 4

con lo que queda haciendo el cambio la ecuacion
y—y==z2

con polinomio caracteristico m?—1 = (m—1)(m+1), y por tanto con solucién
de la homogénea yg = c1e* + coe™*. Ahora probando un polinomio de orden
1 y, = a + bz como solucién particular, obtenemos al meterlo en la ecuaciéon
—a—bz =z, conloquea=—1,b=0,y la solucién general es

z

Yg = ci1€” + e * — 2 = c1x + co— — log .
T

1.10 Sistemas de Ecuaciones lineales de primer orden

A veces para describir un fenémeno mas que una funcién incégnita tenemos un con-
junto de funciones. En ese caso las ecuaciones diferenciales que definen el fénomeno
forman un sistema del estilo

yi = fl(xayla"'7yn>
!

= oY1y Yn
3{2 ' fa( 2/1‘ Yn) (30)
./

Yp = fn<x7y17 s 7y’fl>

Para garantizar la solucién de un sistema tenemos el siguiente resultado

ofi
Jy;

recinto R y a € R es un punto interior, entones existe una unica solucion al sistema
con condiciones iniciales dadas.

son continuas en un

Teorema 20 Si las funciones fi,..., fn y las parciales

Debe notarse que la solucién a un sistema de n ecuaciones es un vector de n com-

ponentes, cada una de las funciones (y, ..., y,) que resuelven la ecuacion.
Ejemplo. El par de funciones y; = ﬁ, Y2 = ﬁ resuelven el sistema
vi = 2y
Yo =

junto con las condiciones iniciales y;(0) = y2(0) = 1.
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Como en las secciones anteriores, resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
general es un problema muy dificil y, a veces, ni siquiera se sabe como resolver. Asi
puies, nosotros nos restringimos de nuevo a sistemas lineales, en los que las funciones

fi,--., fn son lineales. Concretamente, son los que se pueden escribir como
/ —
Y1 = @Y1+ aipye + -+ arnyn + 01

/
Yo = a1l + Gg2y2 + -+ A2nln + by
D . " (31)
y':z = Qn1Y1 + An 212 + -+ An,nYn + bn
donde a; ;, b; son funciones de la variable independiente z. En el caso en que estas
funciones son continuas, el Teorema 20 garantiza la solucién al problema de Caushy
o de condiciones iniciales.

7)2 T

M

Ejemplo. El par de funciones y; = e~z —1, yo = —e~ 2 — 1 resuelven el sistema
lineal
=1yt
Y = Y1 +

con las condiciones y;(0) = 0, y2(0) = —2.

En muchas ocasiones las funciones que estamos estudiando dependen de manera
natural del tiempo, con lo que expresameros la variable independiente por una ¢ en
vez de una x. Ademas si el sistema es 2 x 2 las funciones se pueden expresar por
una x = z(t), y = y(t).

Ejemplo. Resuelva el sistema
r=x+4y—t
v =2r—y+t
Sumando ambas ecuaciones vemos que la funcién z = x + y cumple
2 =3z

con lo que z = k€%, con lo que x = ke —y v sustituyendo en la segunda ecuacién
queda
y = =3y +2ke* +t

que tiene por solucién general y = ke 3! + %kle?’t + %t — %, con lo que la solucion al

sistema queda
2 _ _1 1
(x> =k (if) e + ko ( 1) e 3t 4 ( 13t+19) . (32)
y 3 1 st =35

Las constantes ki, ks quedaran determinadas una vez que fijemos las condiciones
iniciales del problema.
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1.10.1 Sistemas y EDOS de orden n. Reduccién.

Un sistema que aparece particularmente interesante es al considerar una ecuacion
de orden n. En este caso el cambio yo = ¥|,ys = y5,..., yn = y,,_,, NOs convierte la
ecuacion en el sistema
/ —
Y = Y2
/ —
Yo = Ys
/ —
Yp = fn($ay17"'7yn)
El Teorema 20 aplicado a los sistemas que provienen de las ecuaciones de orden n
queda

Teorema 21 Si la funcion y todas sus parciales hasta orden n son continuas en
una region R y a es un punto interior a R, el problema de valores iniciales tiene
solucion unica.

De hecho, en el caso de sistemas lineales, tener un sistema con n ecuaciones o
una ecuaciéon de orden n es lo mismo. Si tenemos el sistema lineal (31) , derivando
la primera ecuacién respecto de x queda

yi = iyt any) +ajgys +agyy + o a e+ aey;, + 0
= a1y +a19ys + -+ o pYn + B (33)

para llegar a la segunda igualdad, hemos sustituido las derivadas por su valor en
(31), obteniendo otras funciones nuevas a j, 5. Utilizando (31) y (33), podemos
eliminar y, Concretamente en la ecuacién a; oy} — oy 294 no aparece. Calculando las
derivadas sucesivas en la primera ecuacion, eliminamos todas las variables excepto
Y1 que aparecera con sus derivadas hasta la de orden n.

Ejemplo. Consideramos el sistema

yi = 3 — 2y tys—x
Yy = Y1t ystys+e” (34)
vy = y1—Ya+2ys+1

Derivando la primera ecuacién queda
o= 3y -2y +uh— 1

= 308y —2pe+ys—2) =2 +ya+ys+e) i —y+2ys + 1
= 8y1—9y2+3y3—3x—26$+1

Multiplicando por 9 la primera ecuacion de (34), y por 2 la ecuacién anterior y
restando queda
2 — 9y = —11y; — 3ys + To — 4e” + 2. (35)
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Derivando de nuevo obtenemos

n

20y =9y = —lly; —3ys +7—4de"
= —110By1 —2y2+ys—x) —3(y1 — Yo +2ys + 1) + 7 — 4e”
= —36y1 + 25y2 — 17y3 + 11z — 4e” +4
Multiplicando por 25 la primera ecuacion de (34), y por 2 la ecuacién anterior y

sumando queda
4y — 18y{ = 3y1 — Yy — 14w — 4e” + 4

Multiplicando ahora por 9 la ecuacién (35) y por 3 la ecuacién anterior y restando
queda
12y} — 72y{ + 81y; — 108y; = 24€” — 105z — 6

que es una ecuaciéon lineal homogénea de orden 3.

Es posible que el sistema no esté completamente acoplado. es decir, que no
todas las funciones aparezcan en todas las ecuaciones. En ese caso cogeremos un
subsistema completamente acoplado, lo resolvemos, y sustituimos la solucién en las
ecuaciones restantes. Veamos un ejemplo sencillo

Ejemplo. Resuelve el sistema

vy = 3y1—2y2+1
Yy = Ya +€” (36)

En este caso la segunda ecuacion esta desacoplada y podemos resolverla indi-
vidualmente obtetiendo la solucion y, = c1e* + xe® que, sustituida en la primera
ecuacion da

Yy = 3y1 — 2c1€” — 2ze” + 1

que es una EDO lineal de orden 1 que se puede resolver por el método de coeficientes
indeterminados obteniendo

Y1 = cpe® —2(c; — 1)e* — 2ze” + 1

Asi pues en este caso la solucién queda

(o -2\ . 1 3z 2e* — 2xe* +
Y_(y2>_cl<1)e+62(0>6 +< re®

1.10.2 Solucién general de un sistema lineal.

Teniendo en cuenta que los sistemas de orden n, y las ecuaciones de orden n son
béasicamente lo mismo, para resolver un sistema seguimos el mismo programa que
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hicimos en las ecuaciones encontrando primero la soluciéon general del sistema ho-
mogéneo, para luego encontrar una solucién particular del completo. Por conve-
niencia en la escritura a partir de este punto vamos a utilizar la notacién matricial
para escribir un sistema lineal. Es inmediato ver que el sistema lineal (31) se puede
representar de forma matricial como

Y' = A(2)Y + B(x) (37)

donde A(z) € M,y es una matriz y B(x) € M,x1, un vector, cuyos coeficientes son
funciones de la variables independiente, y si son continuas, el Teorema 20 garantiza
la existencia de solucién unica dadas unas condiciones iniciales.

Definicién 22 Decimos que el sistema (37) es homogéneo si B(x) = 0. Se dice que
el sistema es completo en otro caso.

Paso 1: El sistema homogéneo.

Teniendo en cuenta el Teorema 20, y andlogamente al caso de ecuaciones tenemos

Corolario 23 FEl conjunto de soluciones del Sistema 37 homogéneo tiene estructura
de espacio vectorial de dimension n.

Asi pues tenemos que buscar n soluciones linealmente independientes. De nuevo,
como en el caso de las ecuaciones de orden n la independencia lineal de las soluciones
viene dada por el wronskiano.

Definicién 24 Dados n vectores fi,... f, € C(z)" de funciones se define el wron-
skiano como el determinante

Wi, Bl@) = [fi@),... ful2)]

Proposicién 25 n funciones vectoriales f__l, i fn € C(z)" son linealmente inde-
pendientes si y solo si W|(fy,..., ful(x) = !fl(a:), . ,fn(:v)‘ £ 0.
: : L —2e" \ + e
Ejemplo. Las funciones vectoriales fi(x) = ot fo(x) = 0 son
linealmente independientes ya que
3z

Wl Bl = (2T ) = e 2o

(&

Definicién 26 Dadas n soluciones linealmente independientes del sistema lineal
(37) homogéneo la matriz que las tiene por columnas Y (x) = (g1, ...,Yn) se le llama
matriz fundamental.
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Corolario 27 Si ®(x) es una matriz fundamental del Sistema homogéneo (37), la
solucion general viene dada porY (z) = ®(x)C donde C' € M, x1(R) son constantes
arbitrarias.

Ejemplo. Ya vimos que el sistema (32) tiene por matriz fundamental
(1)) §e3t —e 3t
Dy(t)) — \ge¥ e

Paso 2: El sistema completo. Una vez tenemos una matriz fundamental
del sistema homogéneo, debemos encontrar una solucién del completo. Un método
que funciona en general es, como en las ecuaciones, el método de variacién de las
constantes. Dada una matriz fundamental ®(x), probamos una solucién particular
del estilo Y = ®(2)C(x), donde C(x) € M, () son funciones diferenciables. En ese
caso, para que sea solucién del sistema completo se debe cumplir

o' (2)C(z) + ¢(2)C'(x) = A(2)®(2)C(z) + B(x)

y como ®(z) es solucién del sistema homogéneo queda

y la solucion general es
Yr(z) = &(x)C + ®(x) / &' (x)B(x)dz.

Ejemplo. Siguiendo con el Sistema (32), queda
_ e 3t et [—t 0
Jorosoa = [( 0 bu) ()= [ ()
= (o)
%e?’t(Bt —1)

y multiplicando por ®(t) queda

2€3t _efgt k, _z + l

a - (12 ) (1) (4
1

3
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1.10.3 Sistemas lineales con coeficientes constantes

Asi pues para resolver el sistema homogéneo debemos encontrar una matriz funda-
mental. En general puede ser muy dificil pero, como en el caso de las ecuaciones de
orden n, si nos restringimos a sistemas con coeficientes constantes, podemos dar un
método general que resuelve el problema. Asi pues, en este caso estamos tratando
un sitema del estilo

Y' = AY + B(x) (38)

donde A € M,,«,(R) es una matriz con coeficientes constantes.

Paso 1. El sistema homogéneo. Como en el caso de las ecuaciones de orden
n probamos una solucion del estilo Y = ve™, donde v € M, »;(R) es un vector de
n coordenadas como en (32) y m € R es una raiz del polinomio caracteristico del
sistema. Efectivamente, si metemos en el sistema Y’ = AY un vector Y = ve™
queda que m debe ser solucion de

mY = AY,
o bien denotando por I € M, ,(R) la matriz identidad, queda
0=(A—mI)Y = (A —ml)ve™

que se hace 0 justo cuando m es un autovalor, y v un autovector de la matriz A.
Recuerdese que los autovalores no son sino las raices del polinomio caracteristico
de la matriz. Asi pues, resolver el sistema se reduce a diagonalizar la matriz de
coeficientes que lo define.

Caso 1. Matriz diagonalizable sobre R.

Esto quiere decir que, asociado a cada autovalor tenemos un subesespacio vec-
torial de autovectores de dimension que coincide con la multiplicidad del autovalor.
Y como autovectores correspondientes a autovalores distintos, son linealmente in-
dependientes, tenemos una base de autovectores, con lo que si Aq,..., A\ son los
autovalores, existe una matriz de autovectores S tal que

A=SDS™,

donde D es una matriz diagonal formada por los autovalores. Teniendo en cuenta
esto, consideramos la matriz ®(x) con vectores f; (xz) = v;;e"™* donde m; es el
autovalor j-ésimo, ¢ se mueve entre 1 y la multiplicidad de ese autovalor y wv; ;
son los autovectores correspondientes a ese autovalor done ¢ se mueve entre 1 su
multiplicidad. Para cada f; ;(z) se tiene

fij(@) = mju; €T = Av, ;™" = Af; (x),
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luego es solucidin del sistema. Ademas
|@(@)| = ™ TS| £ 0,

luego es una matriz fundamental, y por tanto la solucién general del sistema es

Y(z) = ®(z)C.

Ejemplo. Queremos resolver el sistema homogéneo

/

r = y+z
y = x4z
¥ = x4y

Empezamos escribiéndolo en forma de matriz

/

x 011 x
yl=1101 Yy
Z 110 z

Calculamos el polinomio caracteristico de la matriz

-2 1 1
JA=M|=]1 =X 1|==X42+3A=-DQA+1D)N=2=-2)=(A\+1)*(A-2)
1 1 =X

Cuando la suma de los coeficientes pares es la de los impares cambiados de signo,
es porque —1 es raiz. Por tanto —1 es raiz doble, y 2 raiz simple. Calculamos los
autovectores.

A =2 En este caso queda

0=(A-2NHu=[1 -2 1 Us

que tiene por solucién u = (1,1, 1).

A = —1 Ahora nos queda

0=(A-2v=

—_ = =
—_ = =
—_ = =
<
[\v)

La matriz tiene rango 1, con lo que el nicleo es de dimension 2, y tiene por
solucién v = (1,-1,0), w = (0,1, —1).
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Asi pues la solucion general al sistema sera

yu () = crue® + cyve™™ + cywe ™.

Caso 2. Matriz diagonalizable sobre C.

Es igual que el caso anterior. Simplemente que los autovalores complejos vienen
por parejas A = a =+ bi, con autovectores v = vy + 19t y U = v; — vs9t, y a la pareja
le corresponde la pareja de funciones de la matriz fundamental dada por

fi(z) = €™ (vy cos(bx) — vgsen(bx))
fa(z) = e (vycos(bx) + visen(br))

Ejemplo. Queremos resolver el sistema homogéneo

= 2x + 2y
y = 3x+Ty—>5z
¥ = —x+4+3y+z

En este caso el polinomio caracteristico de la matriz de coeficientes queda

2-\ 2 0
JA=XM| = | 3 7T-X =5 |==-X+2+3x=-X+10\* — 32\ +48
-1 3 1=

= —(A=6)N —4A+8) = —(A=6)(A— (2+2) (N — (2 —21))
Calculamos los autovectores

A =6 En este caso queda

—4 2 0 U1
0=(A—-6NHu=1| 3 1 =5] | u
-1 3 =5 Uus

que tiene por solucién u = (2,4, 2).

A = 2 + 2¢ Basta calcular el autovector asociado a uno de los dos autovalores com-
plejos, pues el otro sera el conjugado.

2% 2 0 vy
0=(A—-2w=| 3 5-2 -5 vy
-1 3 —1-2i) \us

De nuevo jugamos con el 0 de la primera fila, para saber que (2,2i,a) es or-
togonal a la primera fila, ahora ajustamos para que sea ortogonal a la segunda
y queda v = (2,24,2 + 2i) = (2,0,2) +4(0,2,2) = vy + ivs.
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Juntando ambos resultados obtenemos como soluciéon general del sistema
Y (t) = crue® 4 ce® (vy cos(2t) — vasen(2t)) + cze® (vg cos(2t) + vysen(2t))

La matriz tiene rango 1, con lo que el nicleo es de dimension 2, y tiene por solucién
v=(1,-1,0), w=(0,1,-1).

Caso 3. La matriz no diagonaliza. FEsto quiere decir que la dimension del
subespacio de autovectores asociado a un autovalor concreto es menor que la mul-
tiplicidad del autovalor. En este caso si la multiplicidad es k, y la dimension del
espacio (multiplicidad geométrica) es m < k, debemos multiplicar por un polinomio
de grado k —m para ajustar la dimensién. Concretamente, si vy es un autovector, y
tenemos 7 vectores tal que (A — AI)v; = v;_;, entonces cualquier funcién del estilo

l

fla)=eM> " =alu_;

J=0

para 0 <[ < r es solucion del sistema. Efectivamente

l
1 )
f/(x) — (] — 1)'$]_lvl—j€)\m + )\Z
— :

J]=

Az

1 .
S oday
STl e

i=0 7’

-1
L Az Cit1_j Az
= ﬁm Avge™” + g Jj—!xj (vi—1—j + Avi_j)e

=0
= Af(z).
Ejemplo. Resolver el sistema
¥ = 3r4y+z
y = —2z+6y+2z
¥ = x—y+3z
En este caso
3—A 1 1
|A—XNI| = -2 6—=X 2
1 -1 3=
= —(A—4)?*

Para calcular los autovectores vemos que

-1 1 1 Uy
O=A—-4Hu=[-2 2 2 Us
1 -1 -1/ \ug
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que tiene rango 1 y dos vectores linealmente independientes pertenecen al ntcleo.
Concretamente v = (1,1,0) y v = (0,1,—1). Ademas, tomando cualquier vector
linealmente independiente a estos dos, por ejemplo w = (1,0, 0) queda

(A—4Dw = (-1,-2,1) = —(u+v)

Por tanto tomamos como autovector vy = —(u + v), v; = w = (1,0,0) y otro
autovector, linealmente independiente con vy, por ejemplo u, y tenemos la solucion
general del sistema homogéneo

yr(t) = crue™ 4 cyvpe® + cs(vy + vot e

1.10.4 Método de coeficientes indeterminados.

Nos falta encontrar una solucién para el sistema completo. Para los sistemas lineales
ya tenémos el método de variacion de constantes, un método general para determinar
una solucién particular a partir de una matriz fundamental. En el caso de sistemas
lineales con coeficientes constantes, y término independiente dado por polinomios
senos, cosenos o exponenciales, o productos de estas funciones, tenemos el método
de coeficientes indeterminados, andlogo al que vimos para ecuaciones de orden n.
En este caso el término independiente y sus derivadas generan un espacio vectorial
de dimensién finita, y se trata de probar un elemento de este espacio vectorial.

Ejemplo Resolver el sistema

' 1 1 0 x (1+t)e
y]1=10 2 -1 y |+ —te™!
4 -1 1 1 2 (1—t)e

Empezamos resolviendo el sistema homogéneo. Para ello diagonalizamos la matriz
de coeficientes. El polinomio caracteristico queda

1—x 1 0
A=X| = | 0 2-Xx -1
1 1 1-A

= —(A=2)(N* =21 +2)
conraices A\ =2, y A=1%41

A =2 En este caso queda

-1 1 0 Uy
0=(A-2Nu=0 0 —1] [|u
11 —1) \u

que tiene por solucién v = (1, 1,0).
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A =1+ Ahora nos queda
—1 1 0 V1

0O=A-QA+)Hv=|0 1—i =1 |v,
—1 1 —1 Vs

que tiene por solucién v = (1,4, 4+ 1) = (1,0,1) +4(0, 1, 1),
Asi pues la solucién general al sistema sera
yr(t) = crue® 4 cy(e' (vy cos(t) — vasen(t)) + cse’ (vy cos(t) + visen(t)).

Para obtener la solucién particular probamos una del estilo Y,(¢) = (w; + wat)e™".

Al introducirla en el sistema queda
Wo — W1 :Aw1+BO

—Wy = AWQ + Bl
donde A es la matrix de coeficientes, y el término independiente esta escrito como
1 1
(By + Bit)e™, es decir By = (0], y By = | -1 De la segunda ecuacién
1 -1
obtenemos )
3
wy=—(A+1)"'By=| 3
0

mientras que de la primera ecuacién vemos que

ol ~E[E

w1, = (A + I)_l(wz — BQ) =

Asi pues, la solucion general al sistema completo queda

Yo(t) = crue® + co(e’(vy cos(t) — vasen(t)) + cze’ (vg cos(t) +visen(t)) + (wy +wat)e ™.
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